PENERAPAN TURUNAN FUNGSI

A. Turunan Fungsi Trigonometri

Rumus dasar turunan fungsi trigopnometri adalah turunan fungsi sinus dan kosinus,
yang diperoleh dari konsep limit, yakni sebagai berikut :
Jika f(x) =sinx maka:

£(x) = IHECI)t sin(x+hz—sin(x)

2.C0S ;{(x +h) + x}.sin ;{(x +h) —x}
h

ORI

2.cos;{2x +h}.sin ;{h}

f'(x) = |Himit

-0 h
. 1 o sinlh
frpg=Hmlt 2.cosE(2x+h) . Eimit —h2

SOy — 1 1/2
f'(x) = 2.0055(2x+0) . (Tj
f'(x) = 2.cos x. (1/2)

f’(x) = cos x

Jadi dapat disimpulkan

Jikay =sinx maka y =cos X

Jika f(x) =cosx maka:

, imit coS(X + h) —cos(X
o= g stz eosty

CZ2sin S{(x+ hy + xdsin S{(x+h)— 3
fi(x) =  Limit 2 2
(x) h—0 ™

—2.sin ;{Zx + h}.sin ;{h}

ORI -

Limit 1 Li _sin;h
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f'(x) = h_)0—2.5|n§(2x+h) : h@(')T
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oy — .1 1/2
f'(x) = —2.sm§(2x+0) . (Tj

f’'(x) = =2.sin x. (1/2)
f’(x) = —sin x

Jadi dapat disimpulkan

Jikay =cosx maka y =-sinXx

Dari rumus dasar tersebut, diturunkanlah rumus pengembangan, yakni turunan fungsi
tangens, cotangens, secan dan cosecan. Proses pengembangan rumus tersebut
adalah :
: . sinx
Diketahui f(x) =tan x maka f(x) = —
COSX
Misalkan u =sinx maka u’ = cos x

v=cos X maka v =-sin x

Sehingga: f(x)= =
v
i cosx)(cosx) — (sin X)(-sinX
Pl = (€09(088) — (i (sing
COS“X
2 . 2
, COS“X +Sin“x
f(x) = —_=
COS“X
) 1
F(x)= —
COS“X
f(x) = sec?x

Jadi dapat disimpulkan

Jikay=tanx maka y = sec’x

Diketahui f(x) = cotx maka f(x) = C(_)ﬂ
sin x

Misalkan u=cos x maka u’ =-sin X
v=sin Xx maka V' = cos X
u.v-—uVv
V2

_ (=sin x)(sin x) — (cos x)(cos x)

Sehingga : f(x) =

F(x)

sin?x
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— (sin%x + cos 2x)

f(x) = 5
oS 2x
fx)= - —
sin“x
f(x) = —csc? x
Jadi dapat disimpulkan
Jikay=cotx maka Yy = —csc’ x

1

Diketahui f(x) =sec x maka f(x) = —

COS X

Misalkan u=1 maka u =0
v=cos X maka Vv =-sin x

Sehingga : f(x) =

f(x) =

f(x) =

f(x) =
f(x) =
Jadi dapat disimpu

u.v—-uv

V2

(0)(cos x) — (1)(—sin x)
cos2x

sin x

cos®x

1 sin X

COS X COS X
Sec X tanx

Ilkan

Jikay =secx maka y = secx tanx

Diketahui f(x) = csc x maka f(x) = ——
SIN X
Misalkan u=1 maka u =0
v =sin x maka Vv’ =cos x
Sehingga : f(x)=
\'
P(x) = (0)(sin x) —2(1)(cos X)
sin“x
Flx) = o
SIN~X
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P(x) = -1 cosX
sinx sinx

f'(x) = —cscx cot x

Jadi dapat disimpulkan

Jikay=cscx maka y = —cscx cotx

Selanjutnya, terdapat rumus pengembangan turunan fungsi trigonometri dengan aturan
rantai, yakni sebagai berikut :
Misalkan u(x) adalah fungsi yang terdefinisi pada x bilangan real dan f(u) = sin u, maka
untuk y = f [u(x)] diperoleh y’ =f*[u(x)]. U'(x)

y’ = (cos u)(u’)

y’ =u’.cos u
Sehingga dengan cara yang sama dapat disimpulkan bahwa jika u adalah fungsi yang
terdefinisi pada bilangan real, maka diperoleh:
Untuky=sinu maka y =u’.cosu
Untuky=cosu maka y =-u’.sinu

Untuky=tanu maka Yy =u’.sec’u

Untuky=cotu maka y = — u'.csc?u
Untuky =secu maka y =u’.secu tanu
Untuky =cscu maka y =-u’cscu cotu

Untuk lebih jelasnya ikutilah contoh soal berikut ini :
01. Tentukanlah turunan pertama dari setiap fungsi berikut ini :
(@) f(x) =cos (3x—4)
(b) f(x) = 3.tan (x* — 4)
(c) f(x) = cot (2x + 5) — 5.sec(x* — 4)
(d) f(x) = 4x* — sec(2x® + 3x)

Jawab
(@) f(x) =cos (3x—4)
Maka f’(x) = (3)(-sin(3x — 4))
f’(x) = -3.sin(3x — 4)
(b) f(x) = 3.tan (x* — 4)

Maka f’(x) = (2x)(3sec?(x? —4))
f'(x) = 6x.5ec? (X% — 4)
(c) f(x) = cot (2x + 5) — 5.sec(x* — 4)
Maka f’(x) = (2)(—sec?(2x +5)) — (2x)(5.sec(x? — 4).tan(x* — 4))
f'(x) = —2sec?(2x +5) — 10x.sec(x? — 4).tan(x? — 4))
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(d) f(x) = 4x* — sec(2x® + 3x)

Maka f’(x) = 8x — (4x + 3)(sec(2x? + 3x).tan(2x? + 3x))

02.
(@) f(x) =sin(3x + 2).cos(3x — 3)

(©) f(x) = 5.sec® x

(e) f(x) = sin*(3x+5)
Jawab
(@) f(x) =sin(3x + 2).cos(3x — 3)
Misalkan u = sin(3x + 2)
vV = cos(3x — 3)

Tentukanlah turunan pertama dari setiap fungsi berikut ini :

_ €os(2x —5)
(b) Tx) = sec(2x —5)

(d) f(x) = ctg+/(4x —2)°

maka u’ = 3.cos(3x + 2)
maka Vv’ =-3.sin(3x — 3)

Jadi f‘xX)=u.v + u.v

f(x) = {3.cos(3x + 2){ cos(3x — 3)} + {sin(3x + 2){{ —3.sin(3x — 3)}

ff(x) = 3.cos(3x + 2).cos(3x — 3) — 3.sin(3x + 2).sin(3x — 3)

ff(x) = 3.{ cos(3x + 2).cos(3x — 3) — sin(3x + 2).sin(3x—3) }

ff(x) =3.cos [(3x + 2) + (3x — 3)]

f‘(x) = 3.cos (6x — 1)

_ cos(2x —5)
(b) Tx) = sec(2x —5)
Misalkan u = cos(2x — 5) maka u’ =-2.sin(2x — 5)
v = sec(2x—5) maka V' =2.sec(2x — 5).tan(2x — 5)
jadi fix) = LYWV
Y
Fix) = = 2sin(2x —5).sec(2x —5) — 2cos(2x — 5) sec(2x — 5) tan(2x — 5)
sec?(2x —5)
o —2sin(2x — 5).m —2c0s(2x —5) mtan(Zx -5)
fi(x) = .
sec“(2x —5)
Fi(x) = = 2tan(2x —25) —2tan(2x —5)
sec”(2x —5)
1
f'(x) = —4tan(2x -5).———
x) tan(2x=5) sec? (2x —5)

Fi(x) = -4 sin(2x —5)
cos(2x —5)

0052(2x -5)
1

f {(x) = —4.sin(2x — 5).cos (2x — 5)
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() f(x) = 5.sec®x
f(x) = 5.(sec x)*
Misalkan u = sec x maka U’ =sec x . tan X
jadi  f*(x) =5.(3)(secx)’ (sec x . tan x )

fi(x)= 15sec® x. tan x

(d) f(x) = ctgy(@4x-2)3

f(x) = ctg (4x — 2)%'2
Misalkan u= (4x-2)*2  maka u = 2(4)(_ 2)1/2 (4

U = 8J4x—2
jadi (%) = (- csc(ax—2))BVax—2)
f'(x) = —8J4x—2csc(4x—2)

(e) f(x) = sin*(3x+5)
f(x) = (sin(3x +5))*
Misalkan u = sin (3x + 5) maka u’ = 3.cos (sx + 5)
jadi  f(x) =4 (sin(3x+5))*(3.cos (3x + 5))
f{(x) = 12.cos(3x + 5)sin> (3x + 5)

03. Tentukanlah turunan pertama dari setiap fungsi berikut ini :
(@) f(x) = 4cos’(3x—2) —4sin?(3x—2)
(b) f(x) = 6.sin (x* — 4).cos (X* — 4)
sin 2x C0S2X

(©) f(x) = -

sin X COSX

Jawab
(@) f(X) =4cos®(3x—2) —4sin’(3x - 2)
f(x) = 4.[c032(3x -2) — sin2(3x -2)]
f(x) = 4.cos 2(3x — 2)
f(x) = 4.cos(6x — 4)
Maka : f’(x) = 4.{—6.sin(6x — 4)}
f’(x) = —24.sin(6x — 4)
(b) f(x) = 6.sin (x* — 4).cos (X* — 4)
f(x) = 3.{2.sin (xX* — 4).cos (x* — 4)}
f(x) = 3.sin 2(x* — 4)
f(x) = 3.sin (2x* — 8)
Maka : f’(x) = 3.{4x.sin(2x* — 8)}
f’(x) = 12x.sin(2x* — 8)
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sin 2x C0S2X
(c) f(x) = -

sin X COSX

2.sinx.cosx  2cos?x—1

f(x) = .
sin x CoS X

f(x) = 2.cosx — 2.cosx +

COS X
f(x) = sec x
Maka : f’(x) = secx.tanx

04. Tentukanlah nilai setiap turunan berikut ini untuk x bilangan real yang diberikan :

(@) f(x) = 2.sin (3x — %n) untuk x = 7.

(b) f(x) =8.cos®x untuk x = g
Jawab
(@) f(x) = 2.sin (3x — %n) untuk x = g
Maka : f'(x) = 6.cos (3x — %n)
f’ E = 6. 3 Z _ Z
(2) cos ( (2) 3n)

9 4
f(Z)=6.cos (=7 — —
(2) cos(67z 67z)

f’(g) = 6.cos %7[
vy TN 1
f (E) - 6(—5\/§]
f’(E) = -3J3
(b) f(x) =8.cos®x  untuk x= %
f(x) = 8 (cos x)°
Maka : f’(x) = 24.(cos x)2 (=sin x)

f'(x) = —24.sinx. cos? x

f ’(E) = —24.sin(£j .cosz(fj
3 3 3
b Ty 1 1)°
f(3) _—24.[§J§M§j
f1(Z)y=-3J3

r
3
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