RUMUS-RUMUS TRIGONOMETRI

B. Rumus Trigonometri Sudut Ganda dan Sudut Tengahan
A. Rumus Sudut Ganda

Yang dimaksud dengan sudut ganda adalah sudut 2a. Untuk mendapatkan rumus
trigonometri untuk sin 2a, cos 2a dan tan 2a, diperoleh dari rumus-rumus
sebelumnya, yakni:

(1) Sudut sin 2a

sin (a + B) = sina.cosP + cosa.sinf

sin (a + a) = sina.cos a + cosa.sin a

SIN 20 = 2.SIN 0LCOS Ol .uviititt ittt et (1)
(2) Sudut cos 2a

cos (a + ) = cosa.cosP + sina.sinf

cos (a + a) = cosa.cosa + sina.sina

COS 20 = COSZA = SN2 .evvviieieee e e (2)

Rumus cos2a yang lain :

cos 2a = cos’a - sin’a

cos 2a = (1-sina) - sin’a

COS 20 = 1= 28IN200 et (3)
atau
cos 2a = cos’a - sin‘a
cos 2a = cos’a - (1-cos?a)
COS 20 = 2.C0S%0 = T oooeeeeeeeeeeeeeeeee e (4)
(3) Sudut tan 2a
tan (a + B) = tana +tan g
l1-tana.tan g
tana + tana
tan(a+a)= ——
1-tana.tana
2tan o
N 20 = 5000 (5)
1l-tan“«

Untuk lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut ini:
01. Tentukanlah nilai dari :
(@) 4. cos? 67,50 - 4sin? 67,50 + 6+/2

(b) 124/3cos?15°- 643
Jawab
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(@) 4 cos? 67,50 - 4sin 67,50 + 62
= 4(cos2 67,50 - sin2 67,50) +6+/2
= 4.cos 2(67,5°%) + 6+/2
= 4.cos 135° + 6+/2

= 4(——\5)+6f

= -2/2 +642

= 442
(b) 124/3cos?15%- 643
63 (2 cos? 15° -1)

6+/3.cos 2(15°)
6+/3.cos 30°

6\/5.(%\/5)
9

02. Jikatana = %\@ dan a sudut lancip, maka tentukanlah nilai sin 2a

Jawab C
AC? = AB? + BC?
N AC? =22+ (4/3)?
J3 AC?=7
Jadi AC = V7
[04
A 5 B

Sehingga : tana = 1 3

Jadi sin 2a = 2.sina.cosp

= (—)(i)
_ 2.X4/21.X.2.XA7
B 7.7

4
23
N
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03. Jika cosa = L dan 90%° < a < 1800, maka tentukanlah nilai tan2a

J3
Jawab C
BC? = AC? - AB?
7 BC? = (¥3)* - (1)?
J2 BC?=2
Jadi BC = 2
d B
A 1
) 1
Sehingga : cosa= -—
V3
tana = —ﬁ = -2
1
Jadi tan 2a = Z'Lnozl
1-tan“«o
_ 2(=2)
1-(—/2)?
22
1-2
= 2.2
a2
04. Buktikanlah bahwa “LZ“ = cos2a
1+tan“ a
Jawab
a2
Ruas Kiri = ”iza
l+tan“ a
1- sin o
_ _ cos’a
)
1+ sin 2(1
COS“ a.

cos’a  sin?a

cos?a  cos?a
cos’a  sin?a
+

COS2 a COS2 a

cos? o — sin?a

cos® o + sin®a
C0oSs 2a.
1
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= cos2a
ruas kanan

05. Jika « sudut lancip yang memenuhi 2.cos?’a =1 + 2.sin 2« , maka tentukanlah
nilai tan 4 o
Jawab
2.cos’a =1+2.sin2a
2.cos?a—1=2.sin2a
cos2a = 2.sin2a

sin2e _ 1
CoS2a. 2
tan2a = 1/2
Sehingga tand4a = tan2(2a)
2.tan 2«
1 - tan?2a
212
1 - (12)2
1
-1
4
-1
3/4
_ 4
3

Yang dimaksud dengan sudut tengahan adalah sudut %a. Untuk mendapatkan rumus

. : 1 1 1 . ,
trigonometri untuk sin Ed’ cos Ea dan tan Ea, diperoleh dari rumus-rumus

sebelumnya, yakni:

) .21
Karena cos 2a = 1 —2sina maka cosa = 1-— 28|n2 —

.01
25|n25a = 1—-cosa

sin%a A (6)

2
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1
Karena cos 2a = 2cos’a—1 maka cosa = 2(:052 Ea -1

1
ZCOSZEa = 1+cosa

cosla = =+ LS (7)
2 2
1
sina S'”E“
Karenatana = —— maka tan—a =
cosa 2 1
COS — &
2
1-cosa
tntg = +4_2
2 1+cosa
\ 2
tantg = iw/l_cosa ........................................ (8)
2 1+cosa
Dari rumus (8) dapat dikembangkan rumus :
tanla - 1-cosa
2 1+cosa
tanla - (1—005aj(1—c03aj
2 1+cosa )\1-cosa
1- 2
tanla = + w
2 \ 1-cos?a
1—cos a)?
tanla = + %
2 sin“ a
tanla = m ............................................................................................. (9)
2 sina
Atau
tanla = + 1-cosa
2 1+cosa
1 l1-cosa \(1+cosa
tah—a = =*
2 1+cosa J\1+cosa
2
tanla = + —1 cos a2
2 (1+ cos @)
. 2
tanla = + L(ZZ
2 (1+ cos @)
tanla = I oo e (20)
2 1+cosa
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Untuk lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut ini:
06. Tentukanlah nilai dari :

(a) cos 112,5° (b) tan 22,5°
Jawab

(a) cos 112,5° = cos%(225°)

~ [1+cos 225°
2

4
- _%,/ )
0 1, .0
(b) tan 22,5° = tanE(45 )
_ 1-cos45°
sin 45°
1
1- =42
— 2
ENA
2
_2-42
V2
= J2-1
07. Jika cos « = 7/25 dan 270° < o < 360° maka tentukanlah nilaitan ¥2 o = ...
Jawab C
BC? = AC? — AB?
BC? = (25)? - (7)?
25 24 AC? =576
Jadi AC= 24
a . 7 . 24
Sehingga : cosa = — dan sina = ——
A 7 B agg o 75 o >t
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Jadi : tanla = —:L__Cﬂ
2 Sin o
1 1‘275
BT
25
1 257
tan—a = ———
2 _24
1 18
tan—a = ——
2 24
1 3
tan—a = ——
2 4

Dari uraian di atas dapat pula diturunkan Rumus trigonometri untuk Sudut Yang Lain,
yakni :
sin 3a =sin (2a + a)

= sin2a.cosa + cos2a.sina
= (2sina.cosa).cosa + (1 — 2.sina).sina

2.sina.cos?a + sina — 2.sin’a

2.sina.(1 — sina) + sina — 2.sin%a

2.sina — 2sin®a + sina — 2.sina

-4.sina + 3.sina

cos 3a = cos (2a + a)

€0S2d.cosa — sin2a.sina

(2cos’a — 1)cosa — 2.sina.cosa.sina

2.cos’a — cosa — 2.sina.cosa

2.cos®a — cosa — 2.(1 — cos?a)cosa

2.cos’a — cosa — 2.cosa + 2cos’a

4.cosa - 3.cosa

Selain dua rumus di atas, dengan cara yang sama dapat juga diturunkan rumus-rumus yang lain

Rumus-Rumus Trigonometri 7



