RUMUS-RUMUS TRIGONOMETRI

A. Rumus Jumlah dan Selisih Dua Sudut

Pada gambar di samping diperlihatkan y
sebuah lingkaran dengan jari-jari 1 C(cos(ax + B), sin(a + )
satuan, sehingga titik A mempunyai \

koordinat (1, 0).

Misalkan <AOB = q, dan <BOC = B, .\ B(cosa, sina)
maka <AOC = a +f3 i \
a KN X
O\~ A(1,0)

D(cosf, —sing3)

Dengan mengambil sudut pertolongan <AOD = —3, maka A AOC kongruen dengan
A BOD, akibatnya :

AC =BD

Karena jari-jari lingkaran 1 satuan, maka berdasarkan rumus koordinat didapatkan :
Koordinat titik B(cos a, sin a)

Koordinat tititk C ((cos(a+p), sin(a+p))

Koordinat titik D(cos(—), sin(—p)) = D(cosp, —sinp)

Dengan menggunakan rumus jarak dua titik diperoleh :

Titik A(1, 0) dan C(cos(a+p), sin(a+f))

AC? = { cos(a+B) — 1} +{ sin(a+B) — 0

AC? = cos?(a+PB) — 2 cos(a+B) + 1 + sin*(a+P)

AC? = cos?(a+B) ? + sin®(a+B) + 1 — 2cos(a+p)

AC?=1 + 1 — 2cos(a+B)

AC? = 2 = 2C0S(0+B) e (2)
Titik B(cos a, sin a) dan D(cosf3, —sinp)

BD? = (cos B — cos a )? + (-sin B — sin a)?
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BD? = cos’B — 2 cos B.cos a + cos?a + sin’p + 2 sinf.sin a + sin“a

BD? = (cosB + sin’B) + (cos?a + sin’a) — 2cosa.cosP + 2sina.sinf

BD? =1 + 1 — 2cosa.cosP + 2sina.sinp

AC? = 2 — 200SA.COSP + 2SINALSINP ..eeeeireeeieeieieee e, (3)
Karena AC? = BD? diproleh hubungan :

2 — 2cos(a+p) = 2 — 2cosa.cosP + 2sina.sin

cos(a + B) = cosa.cosP — sina.sinf

Jadi rumus identitas cosinus jumlah dua sudut adalah :

cos(a + B) = cosa.cosP — sina.sinf

Rumus untuk cos (a — ) dapat diperoleh dari rumus cos(a + 3) dengan cara mengganti
sudut B dengan sudut (—8) sebagai berikut :

cos(a + (—B)) = cosa.cos(—B) — sina.sin(—pB)

cos(a —B) = cosa.cosp — (—sina.sinf)

cos(a —B) = cosa.cosp + sina.sinp

Jadi rumus identitas cosinus selisih dua sudut adalah :

cos (a—B) = cosa.cosp + sina.sinp

Untuk lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut ini:
01. Tentukanlah nilai dari :

(a) cos 75°

(b) cos 165°

Jawab
(a) cos 75° = cos(45° + 30°)
= c0s45°.cos30° — sin45°.sin30°

I N N T LT
—(zﬁ)(zﬁ) (2@(2)
NN

4 4
= LWE-42)
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(b) cos 165° = cos(210° — 45°)
= €0s210°.cos45° + sin210°.sin45°

_ o 1m1 211
= ( 2\/5)(2\/5)+( 2)(2ﬁ)
S NN
4 4
= —%(\/EJM/E)

Untuk mendapatkan rumus sin (a + 3) dapat diperoleh dengan menggunakan rumus-
rumus yang pernah diperlajari sebelumnya, yakni :
sin (90°—a)=sina  dan cos (90° — a) = cos a
sehingga diperoleh : sin (a + B) = cos [90° — (a + B)]
sin (a + B) = cos [(90° — a) — B]
sin (a + B) = cos(90° — a).cosp + sin(90° — a).sinp
sin (a + B) = sina.cosP + cosa.sinf

Jadi rumus untuk identitas sinus jumlah dua sudut adalah :

sin (a + B) = sina.cosP + cosa.sinf

Rumus untuk sin (a — ) dapat diperoleh dari rumus sin(a + 3) dengan cara mengganti
sudut B dengan sudut (—8) sebagai berikut :

sin(a + (—B)) = sina.cos(—B) + cosa.sin(—p)

sin (a — B) = sina.cosp + (—cosa.sinp)

sin (a —B) = sina.cosP — cosa.sinB

Jadi rumus identitas sinus selisih dua sudut adalah :

sin (a — B) = sina.cosp — cosa.sin

Untuk lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut ini:
02. Tentukanlah nilai dari :
(a) sin 15° (b) sin 285°
Jawab
(a) sin 15° = sin(45° — 30°)
= sin45°.c0s30° — cos45°.sin30°

I NS SN SN
—(Zﬁ)(zﬁ) (zﬁ)(z)
_le_1p
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(b) sin 285° = sin(240° + 45°)

= sin240°.cos45° + c0s240°.sin45°
1\/— 1 1.1
= (= =VB)EV2) = (= 2)(=N2
(2 )(2 )(2)(2 )

NN
4 4
S CRRE)

Untuk mendapatkan rumus tan(a + §) diperoleh berdasarkan rumus perbandingan

sina
tan a = ——, maka

cosa
sin(a +
tan(a + B) = sin(a + f5)
cos(a + )
1
sina.cos S + cos a.sin COS ¢x.COS
tan(a + B) = ¢.C0S _a_ﬂx P
COS.CoS 3 —sin a.sin S 1
COS «.C0S 3
sina.cos 3 . ©os a.sin 3
COSx.COS COSx.COS
tan(a + B) = P . - P
cosa.cos f sina.sin 8
COS¢.COS f  COScx.COS f3
sina. N sin g
CoSa.  COS
tan(a + B) = il . P
_sina sing
CoSa COS [
tana + tan
tan(a + B) = @ s

1 - tana.tan g

Jadi rumus untuk tan(a + ) adalah:

tan(a + B) = tan + tan S

1 — tane.tan 5

Rumus untuk tan (a — ) dapat diperoleh dari rumus tan(a + 3) dengan cara mengganti
sudut B dengan sudut (—) sebagai berikut :
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tan(a-B) = tan(a + (—B))
tana + tan(-p)
1 — tana.tan(-p)
tana — tan g

1 + tana.tan g

Jadi rumus untuk tan(a — ) adalah:

tane — tan S
1 + tane.tan

tan (a—-B) =

Untuk lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut ini:
03. Tentukanlah nilai dari :

(a) tan 105° (b) tan 255°
Jawab
(a) tan 105° = tan(60° + 45°)

tan60° + tan45°

1 — tan60°.tan 45°

: V3 +1

S 1- (B3

_ 1+4/3 « 1++/3
T 1-43 0 1+43
B 1+4/3+/3+3

- 1-3

B 4+24/3

22

= —2-3

(b) tan 255° = tan(300° — 45°)
tan300° — tan45°

1 + tan300°.tan 45°

_ —43-1

S 1+ (3

_ -1-43 § 1++/3
1-43  1+43

_ —-1-43-3-3

- 1-3
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—4-23

-2
= 2+ \/§
04. Tentukanlah nilai dari :
(a) sec 255° (b) cot 345°
Jawab

(a) cos 255° = cos(210° + 45°)

c0s210°.cos45° — sin210°.sin45°

1 1 1.1
(—5@(5@—(—5)(5&)

NN
4 4
NG

4

4
J2 -6

4 « J2+46
J2-6  J2+46
4(+2 +/6)

2-6
42 +/6)

—4

= -(J2+6)

Jadi sec 255° =

(b) tan 345° = tan(300° + 45°)
tan300° + tan45°
1 — tan300°.tan 45°

=3 +1
1 (+V3))
_1-43
B 1+ 43
Jadi cot 345° = 1443
1-43
1+\/§ 1+\/§
-3 1443
_ 1++/3++/3+3
- 1-3
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4+2\/§
—2
~—(2+3)

05. Diketahui sina= —4/5 dan cosp = 7/25, dimana o sudut di kwadran Ill dan p di
kuadran IV. Tentukanlah nilai dari :

(@) sin (a—B) (b) cos (a—B) (c) tan(o— B)
Jawab
5 25 o4
4
a B

3
Karena a di kuadran lll maka sina= -4/5
cosa= -3/5

tana = 3/4
Karena (3 di kuadran IV maka sin 3 = —24/25

cos 3= 7/25

tan B = —24/7

sehingga :
(@) sin (a — B) = sina.cosP — cosa.sinp

_ o, 4T 3, 24
= (-5)g) — ()55

(b) cos (a — B) = cosa.cosp + sina.sinB
_ ., 3,7 4 24
= ( g)(g)"‘( g)( 2—5)
_ 2 96
= = 4+
125 125
1
125
3

5
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(c)tan (a+B) =

tana + tan g

1 - tana.tan g

(3/4) +(-24I7)

1 — (3/4)(-2417)
(3/4) — (2417) X 28

1 + (72/28) 28
21 -96
~ 28+ 72
_ 75
~ 100
3
T4
06. Buktikanlah bahwa : M -1 = —tanA.tanB
cos A.cosB
Jawab
.. cos(A+B)
Ruas kiri = 05 ACosB
_ cos A.cosB—sin AsinB
- cos A.cos B
_ cosA.cosB sin AsinB
" cosAcosB  cosAcosB
= 1- tanA.tanB
= ruas kanan

07. Buktikanlah bahwa cos(A + B).cos(A — B) = cos®A — sin’B

Jawab
Ruas kiri

cos(A + B).cos(A — B)
(cosA.cosB — sinA.sinB)( cosA.cosB + sinA.sinB)

cos?A.cos’B — sin?A.sin’B
cos®A.(1 — sin?B) — (1 — cosA).sin’B

CoSs?A —
COS’A —
ruas kanan
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sin’B

cos?A.sin’B — sin’B + cos?A.sin’B



