LINGKARAN

C. Persamaan Garis Singqunqg Lingkaran

Seperti yang telah diuraikan di atas, salah satu kedudukan garis terhadap lingkaran
adalah garis menyinggung lingkaran. Dalam hal ini terdapat beberapa cara menyatakan
persamaan garis singgung lingkaran, yaitu :

(). Jika diketahui titik singgungnya T(X1 , Y1)

Persamaan garis singggung g pada
lingkaran (x —a)? + (y — b)? = r* dengan
pusat P(a, b) serta melalui titik T(xy , y1)
yang terletak pada lingkaran (seperti
pada gambar) dapat dirumuskan
sebagai berikut :

Menurut aturan gradien, maka grdien
garis PT dapat dirumuskan

y1—b
Mpr = m
Karena g tegak lurus dengan PT maka gradien garis g dirumuskan :
_ 1 _  xy-a
Mg = “m._  y,-b
PT !

Sehingga persamaan garis singgung g adalah :
y_yl =mg(X—X1)

X, —a
y1—b
(Y —y)yr—b) = —(x1 —a)(x — x1)

yay — by — y12 + bys = —(Xox — X.% — ax + ax,)

X1X — X2 —ax + axy + y1y — by —y1? + by; =0
XiX—ax+axg +y1y —by +by1 = xaZ + Y12 oo (1)

y_y]_:_ (X_Xl)

Karena T(xy , Y1) terletak pada lingkaran (x — a)? + (y — b)? = r* maka berlaku :
(x1—a)® + (y1— b’ =r?

X% — 2axy + a° +y1° — 2by; + b? = r?

Xi2+y1? = 2axi—al + 2by1 — P+ 1 e (2)
Substitusi (1) dan (2)

X1X — ax + axy + y1y — by + by, = 2ax; — a® + 2by; — b? + r?

(X1X — ax + axq — 2ax; + a°) + (y1y — by + by; — 2by; + b%) = r?
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(x1X — ax — axq + a°) + (y1y — by — by; + b?) = r?

(X1 — a)x —a(x1—a) + (y1 —b)y — b(ys —b) = r’

(xi—a)(x—a) + (y1—b)y—b) = r’

Jadi, persamaan garis singggung lingkaran (x —a)® + (y — b)? = r? yang melalui titik
T(X1, Y1) pada lingkaran, dapat dirumuskan sebagai berikut :

(x1—a)(x—a) + (yo—b)y—b) = r°

Untuk lingkaran dengan pusat O(0, 0) dapat diperoleh dengan mengambil a =0
dan b = 0, sehingga diperoleh : x;x +yiy = r?

Jika persamaan diatas diuraikan akan diperoleh

(xi—a)(x—a) + (y1—b)y—b) = r’

XX — axy — ax + a% + y1y — by, — by + b? = r?

XX + Y1y —a(X +x1) = b(y +y1) +a? +b?>=r? =0

karena a = —%A danb = —%B serta a® + b?>—r? = C maka diperoleh :

x1x+y1y+%(x+x1)+ %(Y+Y1)+C:0

Jadi, persamaan garis singggung lingkaran x* + y? + Ax + By + C = 0 yang melalui
titik T(x1 , y1) pada lingkaran, dapat juga dirumuskan

X1X + y1y+%(x +Xq) + ?(y +y))+C=0
Untuk lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut ini:

01. Tentukanlah persamaan garis singgung lingkaran (x —4)? + (y + 5) = 13 jika
titik singgungnya di T(6, —2)
Jawab
lingkaran (x —4)? + (y + 5)> =13 Titiknya T(6, —2)
maka : (X1 —4)(x—4) + (yp +5)(y +5) =13
(6-4)(x—4)+(-2+5)(y+5)=13
2(x—4)+3(y +5)=13
2x—8+ 3y +15=13
2x+3y+7=13
2Xx+3y =6
02. Tentukanlah persamaan garis singgung lingkaran x*+y?+6x—4y —21=0
jika titik singgungnya di T(2, 5)
Jawab
lingkaran x*+y?+6x—4y—21=0 Titiknya T(2, 5)

maka : X;X + y1y +g(x+x1) + _74(y+y1)—21=0

2X+5y +3(x+2)-2(y+5)-21=0
2X+5y+3x+6-2y+10-21=0

5x+3y-5=0
5x+3y=5
2X+3y=6
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(2) Jika diketahui gradien garis singgungnya m 9,
Misalkan g1 dan g, adalah garis singgung
lingkaran L = (x — a)? + (y — b)? = r%, yang
diketahui gradiennya yakni m,

Maka persamaan g; dan g, dapat
dicari dengan langkah sebagai
berikut :

Misalkan g1 = y = mx + n, maka jika
disubstitusikan ke persamaan
lingkaran diperoleh :

(x—a)’ +(y—h)*=r
(x—a)’+ (mx+n—b)>=r?
X2 — 2ax + a? + m? + n? + b% + 2mnx — 2bmx — 2bn —r*=0
x? + m*? — 2ax + 2mnx — 2bmx + a® + n> + b> = 2bn = r* = 0
(1 +m?x* —2(a—mn + bm)x + (@® + n® + b* = 2bn - r) = 0
Syarat menyinggung adalah :
D=0
< b®—4ac=0
< 4(a—-mn+bm)> =41 +m?) @2+ n®+b?-2bn-r?) =0
< (@a-mn+bm)>— (1 +m?) @ +n®+b*-2bn—-r’=0
o 2+ m2+ pAA? — 2amn + 2abm — 2batn —a” — n? — b? + 2bn + 12 — a?m? —
A — P27 + 2brfiPn + m2r? =0
< —2amn + 2abm —n?—=b?+ 2bn + ¥ —a’m?+ m?? =0
< 2amn—2abm +n?+b*=2bn—-r*+a’m*-m%? =0
< (n? + a’m? + b? + 2amn — 2bn — 2abm) — r(1 + m?) =0
< (n+am-b)> = r’(1+m?

o n+am—b = £rVl+m?
_ | 2
&S n=—am+b = rvyl+m

< n= —(am-b) + rVl+m?
Sehingga gi2= y= mx—(am—b) + ryl+m?

y= mx—am+b £+ rvl+m

y—b =m(x—-a) £ rV1+m?
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Jadi, persamaan garis singggung lingkaran (x —a)? + (y — b)? = r* dengan gradien
m dapat dirumuskan sebagai berikut :

y—b = m(x—a) + rVl+m?

Untuk lingkaran dengan pusat O(0, 0) dapat diperoleh dengan mengambil a =0

dan b = 0, sehingga diperoleh :y = mx + rvl+ m?
Untuk lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut ini:
03. Tentukanlah persamaan garis singgung lingkaran (x + 1)> + (y — 3)?> =5 jika

gradien garis singgungnya 2
Jawab
Lingkaran (x + 1)> + (y —3)> =5dan m=2

m(x —a) =+ rVl+m?
J5 1+ 22

Sehingga: y—-b

y—-3 =2(x+1) +
y—3 =2x+2 + 5.5
y—-3 =2x+2 + 5
y=2x+5%5

Jadi garis singgungnya g1 = y=2x+5+5 diperoleh y=2x+ 10
02 y=2x+5-5 diperoleh y =2x

04. Tentukanlah persamaan garis singgung lingkaran x> +y* — 4x — 10y + 19 =0

Lingkaran

jika gradien garis singgungnya —3

Jawab
Lingkaran x> + y* —4x — 10y + 19=0
Maka: a= - —2 = 2
2
b____loz 5
2
N2 [ 1m2
r= \/( j) +(1f) ~19 = V4+25-19 = V10
m=-3

Sehingga: y—b = m(x—a) + rVl+m?

y—5 = =3(x=2) + 410 y1+(-3)?

y—5 = —3x+6 + 10 10
y—-5=-3x+6=%10
=-3x+11+10
Jadi garis singgungnya g1 = y=-3x+ 11 + 10 diperoleh y =-3x + 21
02 y=-3x+11-10 diperoleh y=-3x+1



05. Tentukanlah persamaan garis singgung lingkaran (x — 4)*+ (y — 3)®> = 16 yang

sejajar dengan garis 3x —4y =7
Jawab
Lingkaran (x — 2)% + (y — 4)* =16
Garis: 3x—-4y=7

4y = 3x -7

y= §x—Z Jadi m = 3

4 4 4

Karena garis singgung lingkaran sejajar dengan garis tersebut, maka gradien

garis singgung linkaran juga %

m(x—a) + rvl+m?

Sehingga: y-b

y—3 = §(x—4) + /16 1+(§)2
4 4
y-3 = S(x—4) \/E\/E
4 4
y—-3 = §x—3 + 4(§]
4 2
y—3 = §x—34_r10
4
= §xJ_r10
4
4y = 3x = 40
3x—4y = +40

Jadi garis singgungnya g; = 3x — 4y =40
g2= 3x—-4y=-40

(3) Garis singgung lingkaran (x —a)®+ (y —b)? = r? yang ditarik dari titik T(x1 , y1) di
luar ligkaran
Langkah-langkah penyelesaian :
1. Menentukan persamaan garis polar,yakni
(x1 —a)(x—a) + (y1—b)(y—b)=r? jika lingkarannya (x — a)? + (y — b)? = r?

X1X + Y1y +%(x + Xq) +§(y +y,) + C = 0 jika lingkarannya x* + y* + Ax + By + C=0

2. Substitusikan persamaan garis polar ke persamaan lingkaran L, sehingga
diperoleh dua titik singgung T, dan T,

3. Menentukan persamaan garis singgung lingkaran dengan T, dan T, titik
singgungnya
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Jika proses tersebut dilakukan pada bentuk umum lingkaran, maka akan diperoleh
nilai m :

_ (a-boy -2 Oy, — )2 + (% )% — 2
(Xq = a)2 —r?

Untuk lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut ini:
06. Tentukanlah persamaan garis singgung lingkaran x? + y? = 25, yang ditarik dari titik
T(-1,7)
Jawab
Menentukan persamaan garis polar,yakni:
XX+ y1y = r?
(-L)x +(7)y =25
—X+7y=25 maka x=7y-25
Substitusikan persamaan garis polar ke persamaan lingkaran diperoleh
x?+y?=25
(7y — 25)* + y* = 25
49y? — 350y + 625 + y? = 25
50y2 — 350y + 600 = 0
VP —7y+12=0
(y-3)y-4)=0
yi1=3dany, =4
Untuk y; = 3 diperoleh x; =7(3) — 25 =-4. Titiknya (-4, 3)
Garis singgungnya x3x + y1y = 25
—4x + 3y =25
4x — 3y =-25
Untuk y; = 4 diperoleh x; =7(4) —25=3. Titiknya (3, 4)
Garis singgungnya x3x + y1y = 25
3x + 4y =25
Cara lain menentukan garis singgung dengan menggunakan rumus gradien garis
singgung, yakni
Garis singgung lingkaran : y—7 =m(x — (-1))
y—7=m(x+1)
(3 — D)y — ) % 14y —B)2 + (x, @) — 12
(X = a)2 —r2

Dimana: m=

 (7-0)(-1-0)£5/(7-0)2 + (-1-0)2 - 52
B (-1-0)2 —52
_ (DD £5749+1-25
1-25
~7+5J25 _ —7+25
24  _24
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-7+25 3 -7-25
=—— dan my= =
—-24 4 - 24

maka mj =

w| s~

Jadi Garis singgung lingkaran: g1 = y—7= —%(x +1)

4y —28 = -3x -3
3x+4y =25

4
02 y—7=§(x+1)

3y—-21=4x+4
4x — 3y =-25

07. Tentukanlah persamaan garis singgung pada suatu lingkaran x*>+y?+2x—19=0
yang ditarik dari titik T(1, 6) di luar lingkaran
Jawab
Menentukan persamaan garis polar,yakni:

x1x+y1y+%(x+ X1) +§(Y+Y1) +C=0

WX+ @)y +=(x+ 1) +2(y+6) =190
X+6y+x+1-19=0

2x + 6y =18

X+3y=9 maka x=9 -3y

Substitusikan persamaan garis polar ke persamaan lingkaran diperoleh
X2+ y*+2x-19=0

(9 - 3y)* +y? + 2(9 — 3y) — 19 = 00

81 —-54y +9y? +y*+18 -6y —19=0

10y>— 60y + 80 =0

y’—6y+8=0

y-4Hy-2)=0

yi=4dany, =2

Untuk y; =4 diperoleh x; =9 — 3(4) =-3. Titiknya (-3, 4)

Garis singgungnya XX + y1y +%(x + X1) +§(y +y))+C=0
(-3)x + (4)y +§(x +[-3]) +%(y +4)-19=0
-3x+4y+x-3-19=0

—2X+4y-22=0
Xx—2y=-11
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Untuk y, = 2 diperoleh x, =9 —3(2) =3. Titiknya (3, 2)

Garis singgungnya XX + y1y +%(x + X1) +§(y +y1))+C=0

(3)x+(2)y+§(x+3)+§(y+2)—19:o

3X+2y+x+3-19=0
4x+2y—-16=0
2x+y=28
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