MATRIKS

G. Menyelesaikan Sistem Persamaan Linier Dengan Matriks

(1) Sistem Persamaan Linier dua Variabel
Salah satu diantara penggunaan invers matriks adalah untuk menyelesaikan
sistim persamaan linier. Tentu saja teknik penyelesaiannya dengan aturan
persamaan matriks, yaitu :

aix+byy=c; a. b.1x e
Jika { maka 1 1 !
axX +byy =c; a, b2 ] c,

x| 1 b, —=by||c
LY ad—bc|-a, a; | |c,

Selain dengan persamaan matriks, teknik menyelesaikan sistem persamaan linier
juga dapat dilakukan dengan determinan matriks. Aturan dengan cara ini adalah :

< X
]

x

. . b b .
Jika matriks A = {: d} maka det(A) = 2 ‘ = ad - bc. sehingga
. ax + by =c¢; _ by
Jika{ X+ by = G maka D=t Y = ab,-bia;
D= |t "y b, —b
x= = €103 —04C3
CZ b2
a, ¢
D,=| ' ! = ac,-ca
y 1€2 2
a2 CZ
D
Maka x= 2X  dan = Fy

Untuk lebih jelanya, ikutolah contoh soal berikut ini:

01. Tentukan penyelesaian sistem persamaan 2x — 3y =8 dan x + 2y = -3
dengan metoda:
(@) Invers matriks (b) Determinan
Jawab

2o ma |5 -5
X+2y= -3 1 2]y -3
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(a) Dengan metoda invers matriks diperoleh

2 -3][x] _[8
1 2]|y]| -3
'x] 1 [2 3][8
y|  4-(-3|-1 2][-3
'x] _1[2 3][8
y|  7]-1 2f|-3
'x] _ 1[16-9
Y B 7|-8-6
x| 3 1_ 7
y|  7|-14
'x] _[1
vyl -2

Jadi x=1 dan y=-2

(b) Dengan metoda determinan matriks diperoleh

2 -3
D=1 5 =(2)(2)—-(-3)(1) =4+3=7
-3
Dy = 3 2‘ =8)(2)-(-3)(-3) = 16 —9=7
D_28_2381_68_14
y T _3‘—()(—)—()()—— -8=-
Maka x = & :Z =1
D 7
_ Dy _-1a _
T

02. Tentukan penyelesaian sistem persamaany = %x +5danx+6= %y

dengan metoda:

(@) Invers matriks (b) Determinan
Jawab

y:%x+5‘(2)% Jy=x+10 —>  —x+2y = 10
x+6=§y‘(3)% 3X+18=2y —> 3x—2y = -18
—X+2y =10

3x—-2y= -18

Matriks



Matriks

Maka

D=1 2| 1)(=2) - (2)(3) = 6=-4
=1, _2—(—)(—)—()()— -6=—
10 2
D, =/ 2‘ = (10)(-2) — (2)( -18) = —20 —(-36) = 16
18‘ = (-1)(-18) — (10)(3) = 18-30=-12
Makaxz&:—62—4
D -4
_ Dy _-12 _
vep Ty 73

03. Tentukan penyelesaian sistem persamaan 2y —3x =—-4 dan2x+y= 5
dengan metoda:
(&) Invers matriks
(b) Determinan

Jawab

— = — — = — X 4
2y —3x=—-4 —> 3x-2y Arfnaka 3 -2 _
X+2y=-3 —> 2Xx+y=5 2 1]y

(a) Dengan metoda invers matriks diperoleh

B ﬂm ) [ﬂ

e 3jt 4){12 ﬂm
=315 ]
|

|
~N| -

[ 4+10
_—8+15

1 114
|77

~N| -

~N |-

Jadi x=2 dan y=1



(b) Dengan metoda determinan matriks diperoleh

3 -2
D = =(3)1)-(=2)(2) = 3+4=7
2 1
4 —2
Dy :‘5 1‘:(4)(1)—(—2)(5) = 4+10= 14
3 4
D, :‘2 5‘:(3)(5)—(4)(2) = 15-8= 7
Maka x = Dy :E =2
D 7
_Dy 1 _
y_F =2 =1

(2) Sistem Persamaan Linier Tiga Variabel.

Sepeti halnya pada sistem persamaan linier dua variabel, menyelesaikan sistem
persamaan linier tiga variabel dengan matriks juga terdiri dari dua cara, yakni
dengan menggunakan determinan matriks dan dengan menggunakan aturan
invers perkalian matriks. Berikut ini akan diuraikan masing masing cara tersebut.

Aturan menyelesaikan sistem persamaan linier menggunakan determinan
matriks adalah dengan menentukan terlebih dahulu matriks koefisien dari sistem
persamaan itu.

Selanjutnya ditentukan empat nilai determinan sebagai berikut:

(1) D yakni determinan matriks koefisien

(2) Dy yakni determinan matriks koefisien dengan koefisien x diganti konstanta
(3) Dy yakni determinan matriks koefisien dengan koefisien y diganti konstanta
(4) D, yakni determinan matriks koefisien dengan koefisien z diganti konstanta

Rumus masing-masingnya adalah sebagai berikut :
aix + b]_y +ciz=d;
Jika aX + byy + coz =d, diperoleh nilai determinan :
asx + b3y +C3z =ds
3 b ¢
D = ay b2 Cyhl = ai.bo.c3 + bi.Cr.az + cr.a2.b3 — €1.br.a3 — a1.Co.b3 — br.as.C3

ag by ¢

d b ¢
D, = d2 b2 Cy| = di.bo.c3 + b1.Co.d3 + c1.do.b3 — C1.D>.d3 — dy.Co.b3 — b1.d>.C3

d; by cg
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Matriks

Seh

a d; ¢
aoy d2 Cy| = al.dz.Cg + dl.Cz.ag + Cl.az.d3 — C1.d2.a3 - a]_.Cz.dg - dl.az.Cg
ag d3 C3
8 by d
ay b2 d2 = al.bz.dg + bl.dz.ag + dl.az.bg — dl.bz.ag — al.dz.bg - bl.az.dg
ag by d3

. . D D

ingga nilai x = F" e Ey dan z= %

Untuk lebih jelasnya, ikutilah contoh soal berikut ini:

01.

Tentukanlah himpunan penyelesaian sistem persamaan linier
2x—-3y+2z =-3

X+2y+ z 2
2Xx—y +3z =1

} dengan menggunakan metoda determinan

Jawab
2 -3 2 2 -4 2 2 -3
D=t 2 1= 2/ 11 2
2 -1 3 2 -1 3 2 -1
D = (2)(2E) + (-3)(1)(2) + (A(1)(-1) - (A(2)(2) - (A(1)(-1) — (-3)(1)(3)
D=12-6-2-8+2+9
D=7
-3 -3 20 |-3 -3 2 -3 -3
Di=|2 2 1=|2 201 2 2
1 -1 3 1 -1 3 1 -1
Dx = (=3)(2)(3) + (=3)(1)(1) + (2)(2)(-1) - (2)(2)(1) — (-3)(1)(-1) = (=3)(2)(3)
Dy= —18-3-4—-4-3+18
D, = —14
2 -3 2 [2 -3 22 -3
D=1 2 1=01 2:1 1 2
2 1.3 2 1132 1
Dy = (2)(2)(3) + (=3)(1)(2) + (2)(1)(1) - (A(2)(2) - (2)(1)(1) = (-3)(1)(3)
Dy= 12-6+2-8-2+9
D,= 7
2 -3 -3 2 -3:-3 2 -3
D=t 2 2/=[1 2i{2 1 2
2 -1 -1:11 2 -1



Matriks

02.

D; = (2)(2)(1) + (=3)(2)(2) + (=3)()(-1) - (=3)(A)(2) - (2)(2)(-1) - (=3)(D)(D)
D,=4-12+3+12+4+3

D,= 14
Jadi X:& :__14:_2
D 7
D 7
- Yy _ —
=Y =L -
y D 7
Z:& :1_:2
D 7

Tentukanlah himpunan penyelesaian sistem persamaan linier
X+2y+z =2

X—y—-2z =-1 } dengan menggunakan metoda determinan
X+y—-z=3

Jawab
1 2 1 1 2:1 1 2
D = -1 -2=1 -1{-2 1 -
11 -1 [ 1:-11 1
D = (D)D) + (2)(=2)(1) + (1)(1)(1) — (1)(=1)(1) — (D(=2)(1) - ((1)(-2)
D=1-4+1+1+2+2
D=3
2 2 1 2 211 2 2
De=|-1 -1 —2[= |1 -1{-2 -1 -
3 1 -1 3 1:'-1 3 1

D= (D) + (2)(=2)3) + (D) - (H(-DE) - A(=2)(1) - A)(1)(-

1)
Dy= 2-12-1+3+4-2
Dy= —6
o2 1] o201 1 2
Dy=f -1 -2=f -1!1-2 1 —
103 -1 L 3i-11 3

Dy = (1)(-1)(-1) + (A=2)() + (DHD)E) - (M)(1)(1) - (1)(=2)(3) — (2)(1)(-1)
Dy= 1-4+3+1+6+2

1 212 1 2
1 -11-11 -

1 2 2
D,=f1 -1 -1=
1 1 3 1 1:3 1 1




Matriks

D; = (HEDE) + AEDHA) + )(D@A) - (AEDR) - (MEDA) - AA(E)

D,=-3-2+2+2+1-6

D,= -6
Jadi xz& :_—6 = -2
D 3
D 9
— y _ -
=—= =— =3
y D 3
Z:& :__:_2
D 3

03. Tentukanlah himpunan penyelesaian sistem persamaan linier
X—2y = =3
y+z=1 } dengan menggunakan metoda determinan

2X+z =1
Jawab
1 -20 1 -201 -2
D =0 1 1= 15101
2 0 1 2 0i12 0
D = (D)D) + (-2)(1)(2) + (0)(0)(0) — (0)(1)(2) — (1)(1)(0) — (=2)(0)(2)
D=1+ (-4)+ (0)-(0)-(0)-(0)
D=1-4+0+0+0+0
D = -3
-3 -2 0 |3 —2§0—3 ~2
Dy=[1 1 =]/1 111 1 1
1 0 1 1 0'1 1 0

D= (=3)(1)(D) + (=2)(1)(2) + (0)(1)(0) - (0)(1)(2) - (=3)(1)(0) - (=2)(1)(1)

Dy=(=3)+ (-2)+ (0)-(0)-(0)-(-2)
Dy= -3-2+0-0-0+2

DX:_3
1 -3 0 1t -30 1 -3
Dy=00 1 1= 1:10 1
2 1 1 2 1:1 2 1

Dy = (1)(1)(1) + (=3)(1)(2) + (0)(0)(2) - (0)(1)(2) - (1)(1)(1) — (=3)(0)(1)
Dy= (1) + (-6)+ (0)-(0)—(1)-(0)

Dy=1-6+0+0-1-0

Dy= -6



1 -2 -3 1 -2 -3 1 -2
D=0 1 1/=0 1 1i0 1

2 0 1| [ o 112 0
D, = (1)(1)2) + (=2)(1)(2) + (=3)(0)(0) - (=3)(1)(2) — (1)(1)(0) - (-=2)(0)(1)
D, = (1) + (-4) + (0) - (-6) — (0) — (0)
D,=1-4+0+6-0-0

D,= 3
Jadi xz& —_—3 =1
D -3
Dy -6
— y _ -
== =— =2
y D -3
Z:& :i = -1
D -3

Untuk menyelesaikan sistem persamaan linier tiga variabel dengan invers matriks
dilakukan dengan tahapan berikut ini :

aix + bly +ciz=d;
Jika axX + by + co,z =d, diperoleh persamaan matriks
asx + b3y + C3z =dj
a; by ¢ | |X d
a, b, c,|.ly|=]|d,
ag by c4 z d

A . B =2C

[

B = Al . C

Karena A adalah matriks koefisien berordo (3 x 3) maka A~! adalah invers perkalian
matriks berordo (3 x 3). Berikut ini tatacara menentukan invers matriks ordo (3 x 3)

a1 bl Cl
Misalkan A=|a, b, c,| maka langkah-langkah menentukan invers matriks
aS b3 CS

adalah sebagai berikut :

1. Menentukan minor matriks A untuk baris p dan kolom g (Mpq)

b, ¢, a; €y
M1 = b = bac3 — Cabs M2 = = apCz — Cpas
3 C3 az C3
a, b, b; ¢
Mz = = agbs — boas M1 = b = bics — c1bs
dz D3 3 C3
a; ¢ a; b
Mazo = = a,C3 — C1a3 Moz = = aibs — bjas
dz C3 3 b3
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bl Cq a; ¢
M3z = b = bicz — c1by Mz, = = a1z — C1a
c
2 2 2 2
a; by
Mssz = = a;by — biay
a, Dy

Menentukan kofaktor matriks A
Kofaktor matriks A baris ke-p kolam ke-q dilambangkan Cp, ditentukan dengan
rumus :

Cpq = (_1)p+q Mpq

Sehingga diperoleh matriks kofaktor C sebagai berikut :

Cin Cpp Cyg
C=1Cy Cy Cy
Cs; C3 Gy

Menentukan determinan matriks A
Determinan matriks A ditulis ditentukan dengan menggunakan kofaktor C,

dengan rumus : det(A) =a;C;; —b1Cy, +¢1Cy5
det(A) = 8.2C21 — b2C22 + CzC23

Menentukan matriks adjoint A, yakni transpose dari kofaktor matriks A, atau
dirumuskan :

AdjA = C!
Menentukan invers matriks A dengan rumus :
1o 1 adj A
det(A)

Untuk lebih jelasnya, ikutilah contoh soal berikut ini:

04. Tentukanlah himpunan penyelesaian sistem persamaan linier

Matriks

X+ y—-2z =2
X=3y+ z =-3 } dengan menggunakan metoda inver matriks
X—y+z=1

Jawab

Matriks koefisien untuk sistem persamaan linier diataas adalah :
1 1 -2

A=|1 -3 1 sehingga
1 -1 1



Matriks

Pertama akan ditentukan minor matriks, yaitu

My = [ jl = (-3)(D)-(@)(-1) = -3+1 = -2

1
Miz =} ﬂ =OO-MA)=1-1=0

My = 1 _1‘ =DEE)-3)1) = -1+3 =2
M= | _1‘ = (OO~ 21 = 1-2 = -1
My, = _1‘ = (W) - (M) = 1+2 =3

1 1
M = |, JJ = (ED-@@) = -1-1 = -2

1 -2
Mj, = ‘_3 1‘ =MD -2)(3) =1-6 =-5

1 1

‘ = (D)~ (2)1) = 1+2 = 3

= ()-3)-(M@) = -3-1 = -4

! —3‘
Kemudian menentukan kofaktor matriks
Cy = (DM My, = (D)2 = -2

Cyp, = (D2 My, = (-1)(0) = 0

Cyy= (D™ My = (V@) = 2

C,y = ()% My = (-1)(1) = 1

C,y = ((D** M,, = (@) = 3

Cos = (D)% My = (-1)(-2) = 2

Cay = ((D* My, = ()(-5) = -5

Cay = (-1)*% My, = (-1)(3) = -3

Ca3 = (D> Mgy = (V@) = 4

10



-2 0 2
Matriks kofaktornya: C=|1 3 2
-5 -3 -4
Setelah itu menentukan Determinan matriks menggunakan ekspansi baris

pertama

det(A) = a;; C;; + a;,Cy, +213C5 = (=2)(1) + (0)(1) + (2)(-2) = -6

Berikutnya menentukan Adjoint matriks dari matriks kofaktor

-2 0 2 -2 1 -5
Jika kofaktor C=| 1 3 2 | maka adjoinnya adj(A)=| 0 3 -3
-5 -3 -4 2 2 -4

Akhirnya dimasukkan kedalam rumus invers matriks:

. L[z -s
Al= adj(A) diperoleh At= — |0 3 -3
det(A) -6, .

Setelah mendapatkan invers matriks, maka system persamaan linier diatas
dielesaikan dengan persamaan matriks sebagai berikut :

1 1 -2 X 2
1 -3 1].|y|=]-3
1 -1 1 Z 1
X 1—21—5 2
y|= =5 0 3 -3|.]-3
z B 2 2 —4| |1
X ] 1—12
= 5 |2
z -6
x| 2
y| =12
| Z | 1

Jadi diperoleh nilaix=2,y=2danz=-1

05. Tentukanlah himpunan penyelesaian sistem persamaan linier
2X+2y+3z= 4
X+ y+3z =1 } dengan menggunakan metoda inver matriks
—2X+y+2z =-3

Jawab

Matriks



Matriks

Matriks koefisien untuk sistem persamaan linier diataas adalah :

2 2 3
A=|-1 1 3| sehingga
-2 1 2

Pertama akan ditentukan minor matriks, yaitu

3
Mj, = L =DW2)-1)EB) =2-3=-1
My, = :2 2‘ = D@ -0B)(-2) = -2+6 =4
Mys = :2 j =EDO-DE2) =-1+2=1
3
Ma1 = |3 2‘ = (2@-0B)@1) =4-3=1
2 3
M,, = P = (2)2)-(3)(-2) = 4+6 = 10
2 2
Maz=| , || = @D)-()2) =2+4=6
2 3
|\/|31=‘ ‘ = 2)3)-3)(1) =6-3 =3

1 3

3
Ms, = ‘_1 4 = AR -Q)1) =6+3 =9

22—21 2)(-1) =2+2 =4
ST @O-@c =242 =

Mz = ‘
Kemudian menentukan kofaktor matriks
Cy = (DM My, = (D) = 1

Cpp = ((DY2 My, = (-1)@) = -4
Cia= (D™ M= (@) =1

Cyy = (D% My = (1@ = -1

C,, = (-)*?% M,, = (1)(10) = 10

Cps = (D% My = (-1)(6) = -6
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Cay = ((D* My = (1)@B) = 3
Cap = (D% My, = (-1)(9) = -9

Ca3 = (-1 Mgy = (V@) = 4

-1 -4 1
Matriks kofaktornya: C=|-1 10 -6
3 -9 4

Setelah itu menentukan Determinan matriks menggunakan ekspansi baris

pertama
det(A) = a,;; Cj; + a;,Cy, +2.3C5= (Q(-1) + (2)(-4) + (3)(1) =7

Berikutnya menentukan Adjoint matriks dari matriks kofaktor

-1 -4 1 -1 -1 3
Jika kofaktor C=|-1 10 -6| maka adjoinnya adj(A)=|-4 10 -9
3 -9 4 1 -6 4

Akhirnya dimasukkan kedalam rumus invers matriks:

-1 -1 3
Atl- 1L adj(A) diperoleh A7l = L2410 -9
det(A) T, ¢ 4

Setelah mendapatkan invers matriks, maka system persamaan linier diatas
dielesaikan dengan persamaan matriks sebagai berikut :

2 2 3| |x 4

-1 1 3|.|y|=]|1

-2 1 2| |z -3
X . -1 -1 3
yl= — |-4 10 -9 1
z B 1 -6 4 ~3
x| . -14
= — |21
-7
V4 -14
2
= |-3
| Z ]| 2

Jadi diperoleh nilaix=2,y=-3danz =2

Matriks



06. Tentukanlah himpunan penyelesaian sistem persamaan linier

2x—-2y—z =3
X+ y+2z =7 } dengan menggunakan metoda inver matriks
2x+3y+4z = 8
Jawab
Matriks koefisien untuk sistem persamaan linier diataas adalah :
2 -2 -1
A=13 1 2| sehingga
2 3 4
Pertama akan ditentukan minor matriks, yaitu
1
My, = ‘3 | = O@-@E) =4-6= -2
2
My, = a = R4)-(2)(2) =12-4 =38
31
Mis=1, 4 = BB -1)2) =9-2 =7
Mg =1 j = (2@ - (DB = -8+3 =5
2 —
My, = 5 41‘ = (2)@4)-(-1)2) = 8+2 =10
2 —
Mg = |, 3‘ = (QR)-(-2)2) = 6+4 = 10
Mg = ‘ ) j = (@) - (D) = -4+1 = -3
2 -1
Mj, = 3 2 = 2)2)-(-1)@8) =4+3 =7
2 -2
My, = 3 1 = 2)1)-(-2)3) =2+6 = 8

Kemudian menentukan kofaktor matriks
Cy = (DM My, = ()-2) = -2
Cyp, = ()2 My, = (-1)(8) = -8

Cpa= (D™ M= (@) =7

Matriks



Matriks

Cyy = (D)% My, = (-1)(-5) = 5
C,, = (1?2 M,, = (1)(10) = 10
C,s = (D)% M,, = (-1)(10) = -10
Cyy = (-1 My, = (1)(-3) = -3
Cay = (D My, = (1)) = 7

Cas = ()% My, = (1)) = 8

-2 -8 7
Matriks kofaktornya: C=| 5 10 -10
-3 -7 8

Setelah itu menentukan Determinan matriks menggunakan ekspansi baris
pertama
det(A)= a;;Cj; + 2;,Cy +213C 5= (-2)(2) + (-8)(-2) + (7)(-1) =5

Berikutnya menentukan Adjoint matriks dari matriks kofaktor

-2 -8 7 -2 5 -3
Jika kofaktor C=| 5 10 -10| maka adjoinnya adj(A)=|-8 10 -7
-3 -7 8 7 -10 8

Akhirnya dimasukkan kedalam rumus invers matriks:

-2 5 -3

Atz 1 adj(A) diperoleh A7l = 11g 10 -7
det(A)

7 -10 8

Setelah mendapatkan invers matriks, maka system persamaan linier diatas
dielesaikan dengan persamaan matriks sebagai berikut :

2 -2 -1 |x 3

3 1 2]|.|y 7

2 3 4 z 8

X L -2 5 -3 3
Yy :g -8 10 -7
Z 7 -10 8
L 5
= = |-10
y 5
Z 15

15



Matriks

Jadi diperoleh nilaix=1,y=-2 danz =3
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