INTEGRAL LANJUTAN

C. Menghitung Integral dengan Aturan Substitusi

Terkadang penyelesaian integral jf(x) dx memerlukan teknik-teknik tertentu. Salah satu

diantara teknik itu adalah dengan integral substitusi. Integral substitusi merupakan
proses balikan (invers) dari turuna pangkat.

Seperti diketahui jikay = aU", makay = nau"tuU"
Sehingga jikay = (4x—5)% maka y' = 3(4x-5)%7.(4) = 12(4x-5)?
Dengan demikian, haruslah J'12(4x—5)2 dx = (4x—5)3 +C

Namun demikian, proses selengkapnya harus menggunakan aturan substitusi, yakni
sebagai berikut :

. _ du _ . _ du
Misalkan u=4x -5, maka rvi 4. sehingga dx = 7
X

Jadi: [12(4x—5)2 dx = jlz.uz%u

f3u2 du

3,21 + ¢
3

ud + C

(4x-5)° + C

Untuk pemahaman lebih lanjut, pelajarilah contoh-contoh soal berikut ini :
01.Tentukanlah hasil dari :

(@) [4(2x-3)° dx

(b) j 30x2(2x3 +6)* dx

Jawab
(@) [4@2x-3)%dx =....2
Misalkan u=2x -3, maka j_u = 2. sehingga dx = d7u
X
: du
Sehingga : [4(2x-3)°dx = ([4u®—
gga : [4(2x-3) [au®
= [2u®du
6
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1
“ub + C
3

%(2x—3)6 + C

(b) j30x2(2x3-+6)4dx =7
Misalkan u = 2x®+6 , maka du _ 6x2. sehingga dx= —
dx 6X
d
Sehingga : [30x2(2x°+6)'dx = [30x%u* =
6X
= jSu"’du
- 2% 4
5
=u’ +C

2x3+6)° + C

02. Tentukanlah hasil dari

(2x-4)
a d
@ ‘[ 2—8x+5)3 g

-1
(b) I(ZX +3) dx

Jawab

(2x —4) _
a dx =..... ?
®) I(2x2—8x+5)3 "

Misalkan u= 2x? —8x+5 , maka au_ 4x —8. sehingga dx = du
dx 4x -8

_ 2X —4 _ ((@2x-4) du
' I(2x§—8x35)3dx = ud 4x-8
_ J~2(x—2) du
ud  4(x-2)
IZ(X—Z) du
ud  4(x-2)
2 du
TS

= %ju_g’.du

= l.[iu_z} + C
21-2

Sehingga
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1 _
~Zu? +C
4

1 _
—Z(2x2—8x+5) 2 +C

= _ 1 + C
4(2x% —8x +5)?
2x 1 +3)*
(b) | ( - ) dx =...2
X
Misalkan u= 2x'+5 , maka LU —2x" 2, sehingga dx = d_u2
dx —2X"
. x4t 0 oo 4 du
Sehingga : _[X—zdx = J.X u o2
R
= —Eju du
= —E.FUS} + C
215
= —iu5 + C
10
= —i(2x_1+3)5 + C
10
03. Tentukanlah hasil dari
(a) Isin x.cos* x. dx (b) Icos3x [65in? 3x + 4sin3x + 3] dx
Jawab
(a) Isinx.cos"’xdx =....7
Misalkan u = cos x , maka du = —sin X. sehingga dx = d_u
dx —sinx
Sehingga : J'sinx.cos“xdx = '|'sin x.u#. d_u
—sin x
= —Iu4.du
= 1w+
5
= —l.cossx + C
5
(b) IcosBx[Gsinz3x+4sin3x+3]dx = ... ?
Misalkan u =sin 3x , maka du _ 3.cos 3x. sehingga dx = du
dx 3c0s 3x

Sehingga
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[ cos3x[6sin? 3x + 4sin3x + 3] dx

04. Tentukanlah hasil dari _[sin3 X. dX

Jawab

du
3c0s3x

Icos?;x[Gu2 +4u + 3]

%J‘[Gu2 +4u+3]du

1 §.u3+ﬂu2+3u + C
313 2
%[2.u3+2u2+3u] + C
g.u3+§u2+u + C

%sin3x+§sin2x+sinx + C

jsin?’xdx = J.sin2 X. sinxdx = j(l—cosz X). sin x.dx

Misalkan u =cos x , maka g—u = —sin X. sehingga dx =

du
—sinx

Sehingga : J'sin3xdx = j(l—cosz X). sin x.dx

[@—u?ysinx.

—j(l—uz).du

1 5
fu—z3| + C
[” 3”}

sind x—sinx + C

c
w

Wl Wik

—sin X

|
<

+
@)

05. Tentukanlah hasil dari j 12x.cos(3x?2 +4).sin* (3x2 + 4). dx

Jawab

Misalkan u = sin(3x* +4) , maka g_u = 6x.c0s(3x* +4).
X

Sehingga
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sehingga dx =

du
6x.cos(3x° + 4)




du
6x.c05(3X 2 + 4)

[12x.cos(3x? +4).sin* (3x? +4).dx = [12x.cos(3x" +4)u*

IZ.U"’ du

g.u5 + C
5

= %.sin5(3x2+4) + C

Bentuk lain dari pengintegralan substitusi trigonometri adalah pengintegralan yang

memuat bentuk-bentuk : Va2 —x2 , ya2 +x2 dan vx2 —a2
Pengintegralan bentuk-bentuk diatas menggunakan teknik-teknik substitusi yang sedikit
berbeda dengan teknik substitusi sebelumnya, yakni

Bentuk va? —x? disubstitusikan dengan t = a.sin x
Bentuk va? + x? disubstitusikan dengan t = a.tan x
Bentuk Vx? —a? disubstitusikan dengan t = a.sec x

Untuk lebih jelasnya, akan diuraikan dalam contoh soal berikut ini :

06. Tentukanlah hasil dari
4
(@) [Vie-x* dx (b) [Vi6-x*dx
0

Jawab

(a) j\/16—x2 X =....7

) ) d )
Misalkan x = 4.sin t maka d—)t( = 4.cost Jadi dx=4.costdt

sehingga j\/lG—XZ dx = J‘\/16—(4.sint)2 4.costdt
[V16-16:5in?t 4.costdt

j V16(L—sin?t) 16.costdt
_[4\/@ 4.costdt

I4.cost. 4.costdt

16j cos® t dt

16[% 1+ cos2t) dt

= 8(t+ %sin 2t) + C
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8(t+ %(Z.Sint.ccst) + C

8(t + sint.cost) + C
Karena x=4.sint

. X . X
maka sint = n sehingga t=arc sz

2
dan cost = Vi6-x" X
4
t
16— x2
[ 2
Jadi .[\/16—x2 dx = 8(arcsin§+§#4x) +C

= 8arcsin§ + 2\/16—x2 +C

Jika dinyatakan dalam bentuk umum, dan dengan mengikuti langkah-langkah pada soal

di atas maka dapat diperoleh bentuk khusus dari pengintegralan IVaZ —x? dx , yaitu
2
'[\/az ~x%dx = a?arcsini + %\/a2 -x%> +C
a

4

0

4
(b) J.\/16—x2 dx = 8arcsin§ + 2\/16—x2
0

= 8arcsin% + g\/16—42 —{8arcsin% + g\/16—02}
= [Barcsinl + 2(0)]- [8arcsin0 + (0)v16]
= 8.(%) + 0}[8(0) +0]

A7

07. Tentukanlah hasil dari I\/9—4x2 dx

Jawab
j @_4)(2 dx
\ 4

IV9—4x2 dx
‘f4.1/%—x2 dx
4_[. ET —x? dx
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9 . 2X X [9
= —arcsin— + —,/— —
8 3 2V4

9 . 2X
= —arcsin— +
8 3

X
2
9 .
= garcsmz—; + %.\/9 —4x® + C

08. Tentukanlah hasil dari J'
9- x2

Jawab

Misalkan x = 3.sint maka Z—)t( = 3.cost Jadi dx=3.costdt

sehingga J'zd—x - 3cost.dt

9-x? (3sint)2+/9 — (3sint)2
3cost.dt

9sin? t:/9—sin?t

3cost.dt

I

'[9S|n t\/9(1 sin t)
— J- 3cost.dt

=

9sin?t.3/cos? t
3.cost.dt

9sin?t.3.cost
dt

9sin?t

1J'cscztdt
9

—l.cot t+ C
9
. . X
Karena x=3.sint maka sint = 5 3

9 x?2
X t

sehingga cott = -

9 x2
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Jadi _[ = Z.cott + C
2\/9 x 9
1 9—x2
= = + C
9 X
2
_ 9-x°3 L C
9x

09 Tentukanlah hasil dari j
V4+x

Jawab
Misalkan x = 2tano maka dx = 2.sec?6 d 6

Sehingga J- dx _ 25ec26 do
x2\4 4 x2 (2tan9)2 4+(2tane)2
Zsecze do

(2tan6)2 4+(2tan6)2
25ec20 do

4tan? oV 4 + 4tan? 0

25ec29 do

4tan? Oy 4(1+ tan? 0)

25ec29 do

) J. 4tan2 0V 4se026

- 2sec20.do
4tan2625e06

_I secO 40
tan 0

o)
1 cos0 40

1
4 [sine}2
coso

_J' coso

de

sin 6
du du

Misal u =sin® maka — = cos 6 sehingga d6 = ——
de cos6

_jww du
coso

Jadi

i a v

= Zju_zdu
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—1u4+C
4

-—+C
4u

-———+C
4sin 0

Misalkan x = 2tan® maka :
X

tano = —
2
4+ X
sing = ———
\/4+x2
Jadi: [—& = —4_—1e+c 0
x2 4+x2 sin
= - 1 + C
4 X
4+ x2
| 2
= _4+—X + C
4x
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